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SUBIECTUL I  

                Considerăm 𝑘 ∈ 𝑁∗ și 𝐺 = (𝑘,∞). Pe mulțimea 𝐺 se definește legea de compoziție          

             𝑥 ∘ 𝑦 = 𝑥𝑦 − 𝑘𝑥 − 𝑘𝑦 + 𝑘1 + 𝑘, ∀	𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅. Admitem că (𝐺,∘) este grup abelian.   

a) Determinați elementele 𝑥 ∈ 𝐺 care au proprietatea că sunt egale cu simetricele lor. 

b) Arătați că dacă 𝐻 este un subgrup al grupului(𝐺,∘) cu proprietatea că H conține toate numerele 

naturale mai mari sau egale decât 𝑘 + 1, atunci H conține toate numerele raționale mai mari 

decât k.  

SUBIECTUL al II-lea   

             Să se calculeze: 𝐼 = ∫ 9:;<
(=>?@)(;ABC <	?@)

𝑑𝑥
E
C
FEC

	.     

 

SUBIECTUL al III-lea 

 Fie 0 < 𝑎 < 𝑏 și 𝑓, 𝑔: [𝑎, 𝑏] → ℝ două funcții derivabile, cu derivatele continue. Știind că  

∫ 2𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥S
T = 𝑎1𝑔(𝑎) − 𝑏1𝑔(𝑏) și ∫ 2𝑥𝑔(𝑥)𝑑𝑥S

T = 𝑎1𝑓(𝑎) − 𝑏1𝑓(𝑏)	, 

Arătați că există 𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏), astfel încât 𝑓V(𝑐) = 𝑔′(𝑐). 

Dan Dumitrescu, București 

Gazeta Matematică 

 

 

SUBIECTUL al IV-lea  

Fie (𝐺,⋅) un grup și 𝑒 elementul său neutru. Dacă elementele 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺 verifică relațiile 𝑎𝑏 = 𝑏Z𝑎 și 

𝑏[ = 𝑒, arătați că 𝑎𝑏 = 𝑏𝑎. 
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Soluții și barem 

Clasa a XII-a 

 
SUBIECTUL I (21p) 

a) 𝑥 ∘ 𝑒 = 𝑥, ∀𝑥 ∈ 𝐺 ⇒ (𝑥 − 𝑘)(𝑒 − 𝑘) = 𝑥 − 𝑘 ⇒ 𝑒 = 𝑘 + 1. .....................................3p 

𝑥 ∘ 𝑥, = 𝑒	ș𝑖	𝑥 = 𝑥, ⇒ 𝑥 ∘ 𝑥 = 𝑒...................................................................................3p 

Prin calcul, 	𝑥 = 𝑘 + 1 ∈ 𝐺	𝑠𝑎𝑢	𝑥 = 𝑘 − 1 ∉ 𝐺...........................................................3p 

b) Fie 𝑞 ∈ 𝐻, 𝑞 > 𝑘 ⇒ 𝑞 = 𝑘 + d
e
,𝑚, 𝑛 ∈ 𝑁∗		................................................................3p         

        𝑚, 𝑛 ∈ 𝑁∗ ⇒ 𝑥 = 𝑘 +𝑚 ∈ 𝐻	ș𝑖	𝑦 = 𝑘 + 𝑛 ∈ 𝐻. Dar H este subgrup ⇒ 𝑥 ∘ 𝑦, ∈ 𝐻...... .3p 

        𝑦 ∘ 𝑦, = 𝑒 ⇒ (𝑦 − 𝑘)(𝑦, − 𝑘) + 𝑘 = 1 + 𝑘 ⇒ 𝑦, = @
hFi

+ 𝑘. ........................................ .3p 

         𝑥 ∘ 𝑦, = 𝑚 ⋅ @
e
+ 𝑘 = 𝑞 ∈ 𝐻.  ...........................................................................................  3p  

 

SUBIECTUL al II-lea (21p) 

         Notăm 𝑥 = −𝑡, 𝑑𝑥 = −𝑑𝑡, 𝑥 = −k
1
⇒ 𝑡 = k

1
	  și 𝑥 = k

1
⇒ 𝑡 = −k

1
	................................6p 

        𝐼 = ∫ 9:;	(Fl)
(=mn?@)(opeC(Fl)?@)

𝑑𝑡 = ∫ =nqrol
(=n?@)(opeCl?@)

𝑑𝑡 = 𝐽
E
C
FEC

.
E
C
FEC

   ...........................................9p  

        𝐼 + 𝐽 = ∫ 9:;<
(;ABC <?@)

𝑑𝑥 = arctg ysink
1
} − arctg ysiny− k

1
}} = k

1
⇒ 𝐼 = k

Z
.

E
C
FEC

 .................6p 

 

  SUBIECTUL al III-lea (21p) 

Folosind metoda integrării prin părți, 

∫ 2𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥S
T = ∫ (𝑥1)V𝑓(𝑥)𝑑𝑥S

T = 	𝑏1𝑓(𝑏) − 	𝑎1𝑓(𝑎) − ∫ 𝑥1𝑓′(𝑥)𝑑𝑥S
T 	 .................................3p 

∫ 2𝑥𝑔(𝑥)𝑑𝑥S
T = ∫ (𝑥1)V𝑔(𝑥)𝑑𝑥S

T = 𝑏1𝑔(𝑏) − 	𝑎1𝑔(𝑎) − ∫ 𝑥1𝑔′(𝑥)𝑑𝑥	S
T 	.................................3p  

Atunci, ținând cont de relațiile din enunț, avem 

𝑎1𝑔(𝑎) − 𝑏1𝑔(𝑏) = 𝑏1𝑓(𝑏) − 𝑎1𝑓(𝑎) − ∫ 𝑥1𝑓′(𝑥)𝑑𝑥S
T ............................................................3p 

𝑎1𝑓(𝑎) − 𝑏1𝑓(𝑏) = 𝑏1𝑔(𝑏) − 𝑎1𝑔(𝑎) − ∫ 𝑥1𝑔′(𝑥)𝑑𝑥S
T  ..........................................................3p 

Scădem prima dintre cele două relații de mai sus, din cea de-a doua, obținând  
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	∫ 𝑥1(𝑓′(𝑥) − 𝑔′(𝑥))𝑑𝑥S
T = 0,.....................................................................................................3p 

Integrandul fiind o funcție continuă, putem aplica teorema de medie: există 𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏) astfel încât 
@

SFT ∫ 𝑥1(𝑓′(𝑥) − 𝑔′(𝑥))𝑑𝑥S
T = 𝑐1(𝑓V(𝑐) − 𝑔V(𝑐)), deci 𝑐1~𝑓V(𝑐) − 𝑔V(𝑐)� = 0,…………….3p 

Cum 0 < 𝑎 < 𝑏, 𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏), deducem că 𝑐 ≠ 0, prin urmare 𝑓V(𝑐) = 𝑔V(𝑐)……………………3p 

 

 

SUBIECTUL al IV-lea (21p) 

  

Înmulțim relația 𝑎𝑏 = 𝑏Z𝑎 , la stânga, cu 𝑎Z și, cum 𝑏[ = 𝑒,	obținem 𝑏Z𝑎𝑏 = 𝑏1𝑎 ......................3p 

Înlocuim 𝑏Z𝑎 cu 𝑎𝑏, rezultă 𝑎𝑏1 = 𝑏1𝑎...........................................................................................6p 

Atunci 𝑎𝑏 = 𝑏Z𝑎 = 𝑏1𝑏1𝑎 = 𝑏1𝑎𝑏1 = 𝑎𝑏Z, de unde 𝑏� = 𝑒..........................................................6p 

Înlocuim în relația inițială, obținând 𝑎𝑏 = 𝑏𝑎................................................................................... 6p 


